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Propuesta para Evaluar la Capacidad de un Proceso con Multiples
Caracteristicas de Calidad

Proposal to Measure the Ability of a Process with Multiple Quality Characteristics

Guillermo Cuamea’, Carlos Anaya’,Guadalupe Luna’

Universidad de  Sonora. México. ! gcuamea@industrial.uson.mx, 2 canaya@industrial.uson.mx,
3 lupita_11_56@hotmail.com

Resumen

Los productos manufacturados tienen varias caracteristicas de calidad que son importantes para
el cliente. Cuando las caracteristicas de calidad no estdn correlacionadas, se usan varios indices,
tales como el Cp, Cpk, Cpm para evaluar la capacidad que tiene el proceso de producir
productos de calidad. Para el caso contrario, se encontrd en la revision de literatura, indices de
capacidad propuestos para medir la capacidad de un proceso cuando las caracteristicas de
calidad estdn correlacionadas. La mayoria de las propuestas coinciden en que debe definirse una
regién de especificacion que represente lo que el cliente desea y otra region de variacién del
proceso que muestre el desemperio que tiene el proceso. Adicionalmente, como resultados de la
revision anterior, se observa que los autores difieren en la forma de definir ambas regiones,
oportunidad que se aprovecha para presentar una nueva propuesta, mediante la cual se definen
de una manera confiable ambas regiones y que al compararlas se obtienen un par de indices de
capacidad multivariados Cpm y Cpkm, que son extensiones de los indices univariados Cp y
Cpk. Al final se prueban los indices propuestos en escenarios diferentes.

Palabras Clave: Indices de Capacidad Multivariados, Regién de Especificacion,
Region de Variacion

Abstract

The manufactured products have several quality characteristics that are important for the
customer. When the quality characteristics are not correlated, using several indices, such as Cp,
Cpk, Cpm to assess the ability of the process to produce quality products. For the opposite case
was found in the literature review, proposed capability indices to measure the ability of a
process when the quality characteristics are correlated. Most proposals agree that should define
a specification region that represents what the customer wants, and another region of process
variation that shows performance having the process. Additionally, as a result of the review, it
was observed that different authors differ on how to define both regions, an opportunity that is
used to present a new proposal, in which these regions are defined in a reliable manner and are
compared, resulting in a pair of multivariate capability indices Cpm and Cpkm, which are
extensions of univariate indexes Cp and Cpk. In the end, the proposed indices are tested in
different scenarios.

Key Words: Multivariate Capability Indices, Specification Region, Region of
Variation
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3.4.1.1. Introduccion

La mayoria de los productos manufacturados hoy en dia tienen varias caracteristicas de
calidad que son importantes para el cliente. Para saber si el proceso actual, posee la
habilidad para reproducir estas caracteristicas de calidad en los productos, se debe analizar
la capacidad que tiene el proceso, es decir comparar el desempefio actual del proceso contra
los requerimientos del cliente. Los estudios de capacidad tradicionales tratan a los
productos como si solo tuvieran una caracteristica critica de interés. Sin embargo la gran
mayoria de los productos tienen maltiples caracteristicas que son de interés para el cliente,
Bothe (1992). Todas estas caracteristicas criticas deben estar dentro de sus respectivas
especificaciones para que el producto se considere aceptable. Si solo una de ellas no
cumple con las especificaciones, esto serd suficiente para que el cliente considere
inaceptable el producto.

Los estudios de capacidad de procesos se pueden clasificar en dos categorias. La primera
categoria seria para los estudios de capacidad en el dominio univariado y la segunda
categoria para estudios de capacidad en el dominio multivariado. Dentro de la primera
categoria, para medir que tanta habilidad tiene un proceso para reproducir las caracteristicas
de calidad en un producto, hace necesario analizar la capacidad del mismo. Actualmente
existen varios indices utilizados para este propdsito, dos de los indices mas conocidos y
usados son el Cp y el Cpk, llamados también indices de capacidad potencial y real del
proceso respectivamente. Dichos indices se usan bajo el supuesto de que el valor de las
mediciones de las caracteristicas de calidad representa valores de variables aleatorias
independientes con distribucion normal y que el proceso se encuentra en control estadistico,
como lo establece Montgomery (2009). Juran (1974), presentd el indice de capacidad Cp el
cual no requiere conocer la localizacion del proceso, por otro lado Kane (1986), presentd un
indice de capacidad que toma en cuenta la localizacion del proceso, este indice es el CpK.
Estos indices estan definidos por las ecuaciones (1) y (2), donde LSL es el limite de la
especificacion inferior y USL es el limite de la especificacion superior.

USL — LSL
¢ = WUSL=LSL)

p 60 M
USL — — LSL
€,y = min {( - u)’(u = )} @

Sin embargo, el CpK no toma en cuenta si la localizacion del proceso difiere o no del valor
meta T. Para corregir este problema se cred el indice Cpm, el cual se muestra en la
ecuacion (3), el cual supone que el valor meta T, se encuentra en el centro de las
especificaciones.

_ USL—LSL
6vVo2 + (u — T)2

Para aquellos casos donde el valor de T no se encuentre en el centro de las especificaciones,
Pearn & Johnson (1992), desarrollaron el indice Cpmk, el cual es una combinacion del CpK
y del Cpm. La forma de calcular este indice se presenta mediante la ecuacion (4). Desde
entonces, varias medidas de la capacidad de un proceso han sido presentadas por diversos

Cpm 3)
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autores despues de 1980, por ejemplo Kotz & Johnson (2002), Spiring, Leung, Cheng &
Yeung (2003), Yum & Kim (2011) y Wu, Pearn & Kotz (2009).

(USL — ) (u— LSL)
3Jo2 + (u—T)2 0%+ (u—T)?

(4)

Cpmk = min

Para la categoria de estudios de capacidad en el dominio multivariado también se han
propuesto algunos indices de capacidad que son extensiones de sus contrapartes univariado
y como lo sefiala Foster, Barton y Gautam (2005), aun no hay una metodologia que sea
consistente para calcular indices de capacidad multivariados, por lo tanto a la fecha, no
existe consenso sobre el uso de un indice en particular. De aqui se desprende que se hace
necesario evaluar la capacidad de un proceso que tiene muchas variables correlacionadas,
pero esto se hace complejo para calcular y comprender. Las investigaciones sobre indices
de capacidad multivariados, empezaron a realizarse a principios de los 90°s, pero fue hasta
el 2005 cuando el nimero de publicaciones se incrementd. El desarrollo de los indices de
capacidad multivariados, inici6 a principios de 1990 y desde entonces diferentes indices de
capacidad han sido presentados y se pueden dividir en cuatro grupos diferentes, como lo
sugieren Shinde y Khadse (2009). Los grupos son: grupo 1, basados en la razon de una
region de tolerancia y una region del proceso, ver como un ejemplo Taam y Liddy (1993);
el grupo 2, se basa en la probabilidad de producto no conforme, ver como ejemplo a
Castagliola y Castellanos (2005); el grupo 3 se basa sobre el analisis de componentes
principales, ver como ejemplo, Wang y Chen (1998); y un grupo 4 llamado otros, ver como
ejemplo, Shahriari y Lawrence (1995). También se puede observar que la mayoria de los
indices propuestos requieren de una distribucion normal multivariada y también se puede
observar que la mayoria de ellos pertenecen al primer grupo. En la tabla 1 se muestra un
resumen de los indices que se encuentran en la literatura desde 1993 hasta el 2011, en la
tabla la columna DNM, significa que si el calculo del indice propuesto requiere o0 no de una
distribucién normal multivariada y en la dltima columna se establece el grupo al que
pertenece el indice de capacidad propuesto.

3.4.1.2. Medicién de la capacidad de un proceso multivariado

La metodologia seguida en esta propuesta, inicia con el supuesto de que las v caracteristicas
de calidad al ser analizadas en forma conjunta, pueden modelarse a través de la distribucion
normal multivariada y que el proceso se encuentra en control estadistico. Como un requisito
se debe contar con especificaciones para cada una de las v caracteristicas de calidad y con
estimaciones de los parametros del proceso, tales como: un vector de medias y una matriz
de varianzas covarianzas. Posteriormente las especificaciones son utilizadas para definir la
region de especificacion y la estimacion de los pardmetros del proceso se utilizan para crear
una regién de variacion del proceso, utilizando los limites de tolerancia natural del proceso.
Finalmente para obtener los indices de capacidad se obtiene una razén de ambas regiones.

La propuesta se enfoca en extender el proceso de medicion de la capacidad de un proceso
con una sola caracteristica de calidad, hacia un proceso con maltiples caracteristicas de
calidad. A partir de la definicion clasica del C, y del Cy se desarrollaran ecuaciones
equivalentes, las cuales permitiran su aplicacién al caso multivariado y que ademas podran
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Tabla 1. Resumen de Indices de Capacidad encontrados en la, literatura en el periodo de 1993-2011

ANO AUTOR INDICE DNM GRUPO
1993 Taamy Liddy MCpm Si 1
1994 Chen MC, Si 1
1995 Shahriari y Lawrence MPCV Si 4
1998 Wang y Chen MCyp, MCpx, MCpmy MCpmk Si 1y3
2000 Wang y Du MCpy MCpe Si 1ly3
2001 Yehy Chen MC; No 2
2005 Castagliola yCastellanos BCpy MCpx Si 2
2005 Wang MCpy MCpi Si 1ly3
2006 Wang MCpc No 4
2007 Pearn, Wang y Yen MC, Si 1
2008 Castagliola y Castellanos BCpy BCp No 2
2009  Shahriari y Abdollahzadeh NMPCV Si 1
2009 Ahmad, Abdollahian, PNCrotal No 2
Zeephongsekul y Abbasi

2009 Gonzalez y Sanchez C3 SiyNo 2y3
2009 Shinde y Khadse Mply Mp2 Si 2y3
2010 Pany Lee NMCpm Si 1
2011 Goethals y Cho MCpmc Si 4

ser utilizadas en la modificacion de un proceso cuando éste no sea adecuado. La definicion
clasica del C,, esta representada por la ecuacion (1). En esta ecuacion no interviene la
localizacion del proceso o sea la media de la variable o caracteristica de calidad, para la
cual se desea establecer si el proceso es capaz 0 no cumplir, por lo que puede pensarse en
un proceso hipotético centrado en las especificaciones, esto es, en un proceso cuya media es
u. = (USL + LSL)/2 y parael cual las distancias desde cualquiera de las especificaciones
al punto medio toman el mismo valor, u.— LSL = USL — u.. Bajo el supuesto de
normalidad en la que la media es ahora la media centrada en las especificaciones y con la
misma variabilidad del proceso original (lo que es equivalente a una traslacién de la
distribucién original) se pueden realizar las siguientes operaciones algebraicas que no
alteran el valor original obtenido con la ecuacion clasica:

Por lo tanto, la ecuacién (1), considerando el supuesto anterior se puede reescribir como la
ecuacion (5), que se muestra a continuacion:

(USL — LSL)/2
Cp = 30

(5)

Haciendo operaciones algebraicas podriamos también representarlo como se muestra en las
ecuaciones (6) y (7):

Cp = (e — LSL)/30 ©)

Una manera equivalente seria:
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C, = (USL = ) /30 ™)

Donde u. vendria a ser el valor que tomaria la variable o caracteristica de calidad, cuando
esta es igual al valor nominal o promedio de las especificaciones. Si se continla realizando
operaciones algebraicas, se tiene que la ecuacion original del indice C,, también se puede
representar como se muestra en las ecuaciones (8) y (9):

Zc 72 XZ
Cp=(’uC—LSL)/30'= ?= ’?C= / ;,1 ®

y por supuesto de una manera equivalente a:

Zc ’Zcz ’Xcz,1

Las ecuaciones (8) y (9), corresponden al calculo de la capacidad de un proceso univariado,
ya que toda normal estandar al cuadrado corresponde a una Ji cuadrada con un grado de
libertad y el valor de 9 corresponde por lo tanto, a una Ji cuadrada con un grado de libertad
y una confianza de 0.9973). Por lo tanto se tiene una ecuacion equivalente para el célculo
del Cp vy que se relacionara con procesos multivariados a traves de la distancia de
Mahalanobis (es una medida de distancia y se usa como una forma de determinar la
similitud entre dos variables aleatorias tomando en cuenta la correlacion entre las
variables), cuya distribucion de probabilidad corresponde a una Ji cuadrada con grados de
libertad igual al nimero de variables o caracteristicas de calidad del proceso.

€)

Antes de discutir la propuesta del mecanismo para el célculo del Cp en el caso
multivariado, es conveniente indicar el significado de este indice en el caso univariado,
propiedad que debera ser extrapolado al caso multivariado. Supongase que Cp = 1, esto
implica que el valor actual de la desviacion estandar de la caracteristica de calidad es el
méaximo valor permisible para que el proceso sea capaz potencialmente para producir piezas
dentro de las especificaciones. En cambio, supongase que Cp = 0.85, esto implica que si se
mantienen las mismas especificaciones, la desviacion estandar actual deberd disminuirse
para tener un proceso capaz. Se puede verificar que el nuevo valor debera ser 6 = C,0
ya que al dividir ambos lados de la ecuacion clasica para el Cp se obtiene: 1 =
(USL — LSL)/6Cpa. Por lo tanto el Cp implica, en el caso de ser menor a la unidad, la
porcion en la cual debera disminuirse, la desviacion actual para que un proceso sea
potencialmente capaz. En cambio, cuando el valor es superior a la unidad, implica hasta
cuanto crecimiento podra ser soportado por el proceso actual para seguir siendo capaz
potencialmente de cumplir con las especificaciones. Esta propiedad debe ser satisfecha por
la propuesta que se haga para un indice multivariado.

2.1. Presentacion del indice Cpm
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Pefia (2002), establece que una de las propiedades basicas de la distribucion normal k-
dimensional, es que toda curva de nivel para una distribucion normal multivariada es un
elipsoide que abarca una determinada confianza (1 —a) y cuya distribucion es una Ji
cuadrada con grados de libertad igual al nimero de variables. Para cualquier valor
particular de cualquiera de las variables aleatorias se le puede asociar un elipsoide con
confianza 1 — B; y del desarrollo de la ecuacidn basada en valores Ji cuadrada, se propone
la ecuacion (10), para el calculo del C, en el caso multivariado:

2
X/gi

Cpm = min |i=1,2,..,m; donde x5 = (LSL; — uc)?/ IZI |=7Y  (10)

2
X0.0027,m

Esta ecuacion es consistente con el caso univariado en el siguiente sentido: si todas las
desviaciones estandares de las variables involucradas en el proceso son modificadas
mediante 6, = C,n,, 0; entonces el proceso sera capaz potencialmente de cumplir con todas
las especificaciones de manera simultanea. Para demostrar lo anterior se requiere de la
propiedad del producto escalar de las matrices y del hecho de que |[AZ |=A™|Z | . Si se
sustituyen los valores 6; en la matriz £ entonces los valores en la diagonal principal
tomarén la forma C72,07 mientras que los valores de la covarianza situada en el renglén i
y columna j toma el valor  Cj, 0;0; . Por lo tanto la nueva matriz de varianzas-

covarianzas esta dada por: ¥ = CimE por lo que se cumple que | ) | = Cim 12| . De
. . i 1 1 i _ —
la misma forma, se tiene que |E 1 | = 5= amg Yaue |le| = C2m2 |z,
pm

Recordando que los limites de tolerancia natural del proceso, para la caracteristica de

. . . — 21 = - .
calidad i vienen dados por: LTN; = p, + J| g |Zl ! |)(§,0027 , realizando las
sustituciones correspondientes y haciendo las operaciones pertinentes, se llega a:

2 _ _
LTN; = pg + \/Cgm | 2| |Zi 1| Xg.0027 = Ui + +2
0.0027

se llegaaque LTN; = p, + Z/I > || ¥t |)([2,) . Esta Gltima ecuacion nos indica que si Cp

< 1 entonces )([2,, < X&,027 Y Por lo tanto, los limites naturales del proceso, si estuviese
centrado, quedarian dentro de las especificaciones, con excepcidn de aquélla para la cual se
ha obtenido el valor )([2;, cuyos limites naturales seran exactamente iguales a sus
especificaciones minima y maxima. Un aspecto importante que debe ser recalcado es el
referente a que la cantidad de valores que deben ser comparados en la obtencion del C, es
igual al nimero de variables o caracteristicas del proceso, debido a considerarlo
hipotéticamente centrado en sus especificaciones y a que por lo tanto el valor minimo como
maximo para cada variable estan a la misma distancia del centro.

2 Xlzg 121 |27 | X30027

Simplificando

2.2. Obtencion del Cpkm
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Un razonamiento similar al del apartado anterior permite establecer como ecuacion para el
célculo del Cpkm , €l cual si considera la ubicacion actual del proceso seria el siguiente:

)2 X%B. 2 X%B- .
Cpom = ming |+, |=>—— |i=12,..,m an
X0.0027 X0.0027
donde:

Xig, = (LSLi— u)* /1T |, Xbp = (USLi— p)* /1= || 27| y los valores
medios corresponden al de las respectivas variables y no a los centros de las
especificaciones. Debe observarse que por cada variable deben obtenerse dos valores
posibles para el Cym por lo que deberan compararse, en general, 2m valores. En general los
procesos no estan centrados, por lo que Coym < Cpym Yy conforme u — p. entonces
Cpkm - Cpm-

2.3. Interpretacion de los indices de capacidad

La interpretacion de los indices anteriores, proporciona un entendimiento, de que tan bien
el proceso es capaz de producir productos que cumplan con las especificaciones, lo cual
puede verificarse mediante el evento C,,, = 1.0, en caso contrario el proceso requiere
ajustes.

— Cuando el Cppm < Cpypy, ajustes en el proceso seran requeridos, iniciando con colocar la
media del proceso en el centro de las especificaciones.

— Cuando el Cp,, <1, ademas de los ajustes previos en | proceso, se requerira una
reduccion en la variabilidad del proceso.

— Para conocer el grado de reduccion en la variacion de las caracteristicas de calidad del
proceso, se puede demostrar que los nuevos valores de la dispersion deberan ser Cp,, 0;,

luego entonces se verifica que la matriz de covarianzas esta dada por C;,X y su
determinante tomara el siguiente valor C;+|2|. De la misma manera se cumple que

|27%| toma un valor igual a C,,2™ " |2;1|, de tal manera que se obtienen los siguientes
resultados:

Xpv
2

X;=p * \/Cgmlzllzi_ll)(gz,v SE: <x > 2127 X = e £ IZIET 0
a,v

Cuando se cumple que )(f;lm < x&m, entonces el valor de X; que se obtiene es menor o
igual que el valor de la especificacidn correspondiente.

2.4. Ejemplos de ilustracion
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Durante la evaluacién de la capacidad de un proceso se pueden encontrar tres escenarios
posibles, los cuales se pueden enunciar de la manera siguiente:

Escenario 1. La region variacion natural del proceso es mas grande que la region de
especificacion, esto quiere decir que el proceso no cabe dentro de las especificaciones, por
lo cual el valor de los indices de capacidad Cy,;, Y Cpkm, S€rian ambos menores que 1.

Escenario 2. La variacion natural del proceso, se encuentra justamente dentro de la region
de especificacion, lo cual quiere decir que el valor del Cy,,=1y si el proceso esta localizado
en el centro de la region de especificacion, entonces el valor del C,,,, también sera de 1, en
caso contrario serd menor de 1.

Escenario 3. La regidn variacion natural del proceso es mas pequefia que la regioén de
especificacion, esto quiere decir que al evaluar la capacidad, se deberan obtener valores de
los indices de capacidad Cy,, Yy Cpxm, mayores que 1.

Para ilustrar los dos primeros escenarios descritos anteriormente, se va a suponer que un
producto posee dos caracteristicas importantes de calidad X; y X, , para las cuales se toman
150 mediciones, al analizar estos datos en forma conjunta se obtiene los siguientes
resultados:

La estimacion de los promedios se presenta en el siguiente vector:

Ko =[100 50]
La estimacion de las varianzas y covarianzas se muestra en la siguiente matriz:

25 24

Z:[24 36

Las especificaciones para cada una de las variables son: X; = [85 115] y para X, =
[32 68], el determinante de la matriz de varianzas covarianzas es 275 y la inversa de
dicha matriz se muestra enseguida:
51 — 0.1309 —0.0909]

—0.0909 0.0909

Escenario 1

Ejemplol. Dado que la localizacion del proceso se encuentra en el centro de las
especificaciones, los limites de tolerancia natural para este proceso y para cada una de las
variables son:

Para X, el limite de tolerancia inferior y superior son:

LTNI =100 — \/(11.8290)(0.0909)(275) = 82.8042
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LTNS =100 + \/(11.8290)(0.0909)(275) =117.196

Para X, el limite de tolerancia inferior y superior son:

LTNI = 50 —/(11.8290)(0.1309) (275) = 29.3647

LTNS = 50 +/(11.8290)(0.01309)(275) = 70.6353

El célculo de los indices de capacidad para este escenario se obtiene primero calculando el
valor de la ji-cuadrada asociada a las especificaciones y el valor de la ji-cuadrada asociada
al proceso de la siguiente manera:

El valor de la ji-cuadrada asociada con las especificaciones de la variable X; viene dada
por:

(X, —u;)?  (85-100)*  (115—100)? _
Ixl1z7Y  (275)(.0909)  (275)(.0909)

2 _
X1 =
El valor de la ji-cuadrada asociada con las especificaciones de la variable X, viene dada

por:

(X, —z)>  (32—-100)2  (68—100)?
11271 (275)(.0909)  (275)(.0909)

XEZ =
Para este caso se obtiene un valor del C,,,, = 0.8722 y Cpyy, = 0.8772

Ejemplo 2. Ahora dentro del escenario 1, el promedio del proceso no se encuentra
localizado en el centro de las especificaciones. Para ejemplificar esta situacion,
consideremos que el promedio del proceso se deslizo y se encuentra localizado en
[105 55] y que la relacion de varianzas covarianzas permanece igual. Para efectos del
calculo del C,,, como no importa donde se encuentre localizado el proceso, ubicamos su
promedio en el valor nominal de las especificaciones, lo cual viene dado por [100 50]. El
calculo del indice de capacidad potencial seria igual que para la situacion anterior y el valor
que se obtendria seria el exactamente el mismo, es decir C,,,, = 0.8722 mientras que el
valor del Cp,, = 0.58153

Escenario 2

Ejemplo 3. En el ejemplo 1 del escenario 1, el promedio del proceso analizado en forma
conjunta para ambas caracteristicas de calidad estaba localizado justo en el valor de
nominal de las especificaciones. En este caso el valor de ambos indices fue menor que 1, lo
cual quiere decir que el proceso no es capaz de cumplir con ambas especificaciones
simultdneamente, lo que significa que debe realizarse una mejora en el proceso, a través de
una reduccion en la variabilidad de las caracteristicas de calidad. Dicha reduccion en la
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variacion de ambas variables debe ser equivalente a (C,,,)(0;), para lograr tener un
proceso con indices de capacidad igual a 1. De aqui se desprende que el vector de medias es
el mismo, la matriz de varianzas covarianzas deberd reflejar la reduccién en la variabilidad
de ambas variables. La informacion requerida para realizar los calculos se muestra
enseguida:

to =[100 50]

La estimacion de las varianzas y covarianzas se muestra en la siguiente matriz, donde la
nueva desviacion estandar para la variable X, debera ser (0.8722)(5) = 4.361 y para X,
debera ser (0.8722)(6) = 5.2332, de aqui que la matriz de varianzas covarianzas que
refleja esta reduccion en la variacion es:

v — [19.0183 18.2576]

18.2576 27.3864

Las especificaciones para cada una de las variables son: X; = [85 115] y para X, =
[32 68], el determinante de la matriz de varianzas covarianzas es 187.5028 y la inversa
de dicha matriz se muestra enseguida:

$-1 — [ 0.1461 —0.0974]
—0.0974 0.1014

Realizando el calculo de los indices se tiene que Cp,,, =1 Yy para Cyxy = 1. Como se
puede ver se obtuvieron los resultados esperados.

Conclusiones

Para el caso de caracteristicas de calidad correlacionadas y no correlacionadas, que pueden
modelarse a traves de una distribucion normal multivariada, resulta relativamente facil el
calculo de estos indices de capacidad, ademas de que es aplicable para cualquier dimension.

La interpretacion del valor obtenido con los indices Cpm y Cpkm es similar al caso
univariado, de tal manera que si se obtiene en el Cpm un valor menor de 1, se entiende que
el proceso no tiene capacidad potencial para producir el 100% de la produccién dentro de
especificaciones. Por otro lado si el valor del Cpm y Cpkm son iguales, esto significa que
el proceso esta centrado en el valor nominal de las especificaciones.
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